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Introduccion

Dentro del Andlisis Matematico podemos encontrar diferentes ramas que
involucran a los operadores con derivadas, tal es el caso de la Teoria de Ecua-
ciones Diferenciales Parciales la cual se encarga de estudiar funciones que de-
penden de mas de una variable. El surgimiento de las Ecuaciones Diferenciales
esta estrechamente relacionado con el desarrollo general de las matematicas
de manera que se remonta desde Arquimedes (287-212 a.C.) hasta Newton
en 1671 que fue el precursor del Célculo Infinitesimal y que en su momento
hicieron grandes aportaciones a las Ecuaciones Diferenciales dando soluciéon
a las ecuaciones de primer grado y posteriormente a las de orden superior;
de la misma forma Laplace, Euler y Lagrange hicieron aportaciones en esta
misma direccion. Al paso del tiempo se formalizaron los métodos para dar
solucion a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, los cuales han
sido de mucha ayuda en otras areas como Fisica, Quimica, Economia, etc.
El objetivo de este trabajo es encontrar la solucién al problema de Dirichlet,
para ello utilizaremos funciones arménicas, las cuales cumplen una ecuacién
que involucra al operador Laplaciano de una funcion; estas funciones se abor-
darén en dos casos para,n =2y n > 3 conn € N. A lo largo de este trabajo
se emplearan resultados de la Teoria de Potencial sobre dominios conexos.
Primero se abordaran tres teoremas importantes en la Teoria de Potencial en
los cuales se expondran algunas caracteristicas de las Ecuaciones de Poisson
y Laplace, las cuales estan estrechamente relacionadas con esta Teoria, cabe
mencionar que el potencial y el campo eléctrico estan dados directamente
como integrales sobre una distribucién de cargas (véase [6]):

1 dq
dreg ) |r—1r'|

B(r) - 1 / (r—r’)dq’.

4reg lr — /|3




6 Introduccion

Ademas, en un campo puramente electrostatico, E puede expresarse como
menos el gradiente del potencial U, esto es, E = —grad U y por la ley de
Gauss div E = %p, donde € es una constante y p es una densidad de carga,
considerando las dos ultimas igualdades podemos llegar a

div grad U = —ﬁ,

€0

donde podemos escribir la div grad como un solo operador diferencial o
V? = A el cual se llama Laplaciano. Entonces tenemos V? U = —-E% la cual
es una ecuacién diferencial (véase [7] y [9]). Esta es la ecuacion de Poisson,
donde el operador implica la derivaciéon con respecto a mas de una variable;
en consecuencia, la ecuacién de Poisson es una ecuacion diferencial parcial
(véase [2| y [5]). En esta clase determinada de problemas en la Teorfa de
Potencial en que intervienen conductores, toda la carga se encuentra ya sea
sobre la superficie de los conductores o en forma de cargas puntuales fijas.
En estos casos, p es cero, la cual nos da como resultado V2U = 0 la cual
conocemos como la ecuacién de Laplace; con las cuales se estaran trabajan-
do a lo largo del texto. En el capitulo 1 se construira la representacion de
la integral para la solucion de la ecuacion de Poisson en un dominio G, lo
cual serd de gran ayuda para resultados que nos llevaran a resolver el pro-
blema de Dirichlet. Para el capitulo 2 se trabajara con funciones de Green
las cuales estaran representadas de diferente forma dependiendo el caso que
se esté abordando, en este mismo capitulo se definirdn las funciones supe-
rarmoénicas y subarmonicas, posteriormente se probaran teoremas como el
Principio del Maximo, Desigualdad de Harnack, Teorema de Liuville para
funciones armonicas, etc, los cuales seran resultados importantes que se uti-
lizaran en el dltimo capitulo. En el capitulo 3 el objetivo sera estudiar el
problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace por el método de Perron,
utilizando resultados que se obtuvieron en los capitulos 1 y 2.



Capitulo 1

Ecuacion diferencial de Poisson
en R".

En este capitulo se construird la representacion de la integral para la
solucién de la ecuacion de Poisson en dominios G que se mostraran en es-
te capitulo, lo cual serd de gran utilidad para los siguientes resultados, y
permitird dar solucién al problema de Dirichlet.

Definiciéon 1.1. Sean n > 2 y Q C R"™ un conjunto abierto. La funcion
p € C*(,R) es armdnica en ), si ¢ satisface la ecuacion diferencial de
Laplace, es decir,

NP
=tz

Ap(z) 0

para todo x € €.

Nuestros dominios a lo largo de este escrito seran conjuntos G C R”
conexos y con frontera de clase C* (véase en [7] y [8]).

Definicién 1.2. Sea p(y; ) una funcién. Diremos que ¢ es una solucidén
fundamental de la ecuacion de Laplace en el dominio G si ¢ se define
como:

1
o(y;x) = Py log ly — x| + ¥ (y; v),

x,y € G para x # vy, y n =2 y alternativamente

1
o(y; r) = mw — 2"+ (y; 2,
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r,y € Gparax #y, n >3 y w, el volumen de la esfera unitaria de
dimension n. Donde la funcion (y; x) es arménica en G para cada x € G.

El significado central de la TeorAa de Potencial estAi reflejado en el
siguiente resultado

Teorema 1.1. Seann > 2 y G un dominio en R". St u es una funcion en
C?*(G) N CYG) la cual es solucién de la ecuacion diferencial de Poisson tal
que

donde f(z) € C°(G). Entonces

) = [ WG 0)  plia) g ) do) + [ (i) ) dy

para todo x € G. Donde v denota el vector exterior normal unitario para 0G,
do(y) denota el elemento de superficie en la frontera de G y p(y;x) es una
solucion fundamental.

Demostracion. Presentaremos la prueba sélo paran > 3. Sea x € G un punto
fijo, elijamos ¢y > 0 tal que

B.(zx)={yeR": ly—z|<e} CCG

se satisface para todo 0 < £ < gy. Introduzcamos el cambio de coordenadas
polares

y=x+r1r§ E£eR"

con |£] = 1, cerca del punto = y denotamos la derivada radial por %. En el

dominio G. = G \ B.(z), aplicando la Férmula de Green (ver por ejemplo
[4], [7] u [8]), obtenemos



/ fWeady = | Auely)dy (1,1)

E I,
J

(Au(y)p(y; x) — u(y)Ayp(y; z))dy

— [ (o) 50~ u) G ia))doty
— | )50~ u) G a))doty) -
ou 0
|, a5 ) G ot

para todo € € (0, ¢y).
Observemos que

ou 1
1f o 2la - I I PO S
1 ou
— 1’ - 2-m _d
it (2 — n)wn6 /335(35) or oY)
ou
i —d
—|—Eir(r)1+ 9B, (x) vy ) or W)

y dado que u y v son funciénees continuas en Gy como 0B. se encuentra
contendio en (G, entonces podemos acotar a las funciones u y 1, asi

lim
e—0t

ou
sa)m—do(y)| = i
/8 Bs(x)so(yw) 5, o (y)| = lim,

ou
or

(y)

1 9 / ou / ou
—_—" —do(y)+ sx)—do(y)|,
R b () D7 () o) V(y;2) 5 -do(y)
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ou 1
o(y; x)=—do(y ‘ < lim —82_"/
/aBEu) :2) gy do ) =0+ (2 — n)wn OB.(z)

+f . 0l:2)|| 92 |ao )

ou

Sdo(y)

lim
e—0t

1

< lim ———&> "M d
- sg(l)lJr (2 — n)wng 8B, (z) o)
+ lim N do(y)
e—07t 9B:(z)
1
= lim |— |2 "M,
e—0+ 1 (2 — n)w,
+ lim Ne"l,
e—0t
= 0.

n

esto se da ya que vol(0B:) = [, (@) do(y) = " w,. Por otra parte,
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Oy 1
l/ - . d — l/ - . 1ind
lim aBE(z)u(y) 5, W3 2))do(y) lim 8Bg(x)u(y)wn\y x| "do(y)
o
1 d
+lim /. " uly) 5, (v 2)do(y)
1
= 1] 1-n
I8 S "W

— dim [ (uly) — u(@)—ly — o] do(y)

e=0" JaB, (x) n

1-n
+ lim 8BE(I)U($)w—n!y x| "do(y)
1

= 1] _— 1-n . d

tim ot | () sty

1
+u(z) lim —c'do(y)

la dltima igualdad se da ya que vol(0B.) = " 'w,, ademés u es continua en

B.(x) C G asi que la podemos acotar por una constante, de tal forma que

podamos utilizar la propiedad ya mencionada al primcipio de este parrafo.
Aplicando limite a la ecuacién (1.1) tenemos que

/ . _ i 2 i 2Py
I /G et o) = lim | (ol 57— w5 ) doty)
ou Jyp
— lim ix)— —u(y)=—(y; x))do(y),
JLim. 8BE(I)(</J(Z/ Jg, g wiw)do(y)
asi

in [ et odot) = i [ (o) 5 —un 5

e—0t e—0t Elel

(y; 2))do(y) +u(z),
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por tanto

. 9 N _
[ 1wetuody+ | (@G 0s) = ol 50 dr(y) = ula)

para todo z € G
]

El siguiente resultado de variable compleja puede consultarse en [4] y [8].

Teorema. Sean © C R™ y Q) C C™ dominios en el respectivo espacio de
dimension n ym € N. 51 f : © x Q — C, es una funcion continua tal que
feC%O x0,C) donde f satisface las siguientes propiedades:

a) Para cada vector t € © la funcion ®(z) := f(t,z), con z € Q es
holomorfa.

b) Tenemos una funcion continua integrable F' : © — [0,+00), F €
C°(©,R) satisface

/ F(t)dt < 400,
®

tal que |f(t,z)| < F(t) para todo (t,z) € © x €.
Entonces la funcion

o(z) = /@f(t,z)dt, z €

es holomorfa.
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Teorema 1.2. Sean r = (:Uol, ,l?n) € R" y un radio R € (0,+00), y
Br(r) = {x € R": |z — 2| < R}. Siu:R" = R es una funcion tal que u €
C2(Bg(x))NCY(Bg(x)) y es solucion de la ecuacion de Laplace, Au(zy, ..., z,) =
0.

Entonces una serie de potencias

o0
_ k1 k
P(zy,...,x,) = E Aky fn @Y e X"
k1. kin=0

para z; € C con \x3| < ﬁ j = 1,...,n con coeficientes reales ay, ., para
ki,....k, = 0,1,2,... converge absolutamente en el policilindro complejo tal
que

o o

u(z) = P(x1 — X1, ooy Tpy — Tpy)

n ° R
para x € R" con |v; — x;] < 1.

Demostracion. Es suficiente sélo la prueba para el caso en Bi(0), el cual
puede ser facil de verificar con ayuda de la transformaciéon 7' : B;(0) —
Bg() definida por T'(y) = z+ Ry, y € B;(0). Como antes consideramos sélo
el caso n > 3, con la funcién

1 —n
@(y;$)=m|y—$|2 : y € B = By(0),

como una soluciéon fundamental de la ecuacién de Laplace en B. Y para cada
punto fijo z € B del Teorema 1.1 obtenemos la siguiente expresion

e = [ (W) GE0) ol ) S o) + [ ot f)in

en la cual, en nuestro caso, f(y) = 0. De esta manera

) = | () Gos) = i) 2o ),

(Y2) 74

donde el punto x € B es fijo y y € OB es arbitrario. Se sabe de la definicién



14 Ecuacién diferencial de Poisson en R™.

de la derivada respecto a la normal exterior, (véase [3] o [7]) que

0
5, P W) = y-Vyely)
1
- - (9_ . o 1-n
(2_n)wn( n)y -y — x|
1 ay—u
=y a2
Wn |y_$|
1 -z
S k)
wn|y_x|
1
= y-(y—a0)——.
( >wn|y_x|n

Tomamos A € R, y € OB y x = (x4, ..., z,) € C" que satisface |z;| < 4= para
7 =1,...,n. Consideremos que

ly —z* = (30, (y; — 7))

abreviando con

>
>

=(1- 250y + Z?le?) ,

:Zfoo( )Ql: foo<

1
lo| = |—22j:1yj:vj—|—2j:1$j| < 2Zj:1|yj||xj|+2j:1|xj| < 2Rn+ 1612

vemos que

o[>

A A
- = (140 ; D) (25 + Sl
Observemos que

n < 1.

Ahora definamos la funcién

1
g@)=ly—z*, 2;€C con || < o J=Lon,

como |g| < 1 entonces Efio(%gl < M, para algin M € R asi que la serie
converge, de manera que la funcién g(z) es holomorfa para cada punto fijo
y € 0B. Definimos la siguiente funcién
1
P(r;y) = uly) 9y 0) — ol 1) o), ol < -
la cual, por los célculos anteriores es holomorfa sobre el policilindro complejo
para cada punto fijo y € 0B y acotado. m
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Teorema 1.3. Sean © € R", R € (0,+00) y A € R con A < n y sea f una
funcién holomorfa f = f(y1,...,yn) definida en un conjunto abierto U C C"
satisfaciendo U DD Bg(x). Entonces la funcidn

fy) °
F(zy,...,z,) = / ——=—dy, x € Bgr(x)
' Br(2) ly — x>

puede ser localmente expandida bajo una serie de potencias sobre el punto .

Demostracion. Aplicando la transformacién
T(y) =2+ Ry, y € Bi(0),

podemos considerar el caso z = 0 y R =1, y hacer el andlisis para la integral

singular
F(z1,...,z,) :/ %d(y,
|

yl<1 |y -z

xr € B = B;(0)(véase en [3]).
Sea x € B fijo, consideramos el segmento que une a x con el punto parame-
trizado con variable p, denotado

y=z+ol-—r)=(1-0x+0§ 0<o<l, [=1

gn = 571(517 "'agnfl) = :l:\/ 1— E;’L:_ll i27

de donde la asignacién definida como (&y,...,&, — 1,0) — y es biyectiva.
Tenemos

Notemos que

Oy OYn
] 2 Oyn | O
6(51,..-,571—1;@) Wyil % 0 0 _Q%
aigl aL; S =21 o a1 —Tpo1 &n— Ty
1 0 —&
-1 .
0 1 — S
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Z fz i + fn(’fn - xn))

_ o 1—2@% £0
é'n =1

para todo |£| =1, |z| < 1. La férmula para integrales multiples

Flz) = / @ g,

yl<1 ‘y - x‘A

1 flet+oE—2) o §
/0 / Q/\‘f—l")‘ ffn\ (1 ;€k$k)d€1---d€n—ldQ

E+4. . +6—12<1
&n 517 7§n_1)<0

/ / f(gfg(_g x_|f)) €] Z&% A& dn1do

§1+ +§n—12<1
En(€1ys€n—1)>0

_ ! n—1-—X\ f(l"l'Q(f—I))
N /og (|g\1 £ — A

(1—¢-x)dxe)do.

Como en el Teorema 1.2 expandimos la funcién [§ — z|* bajo una serie de
potencias, y como se ha mencionado previo al Teorema 1.2 podemos extender
a F'(x) bajo una serie de potencias en una vecindad, del punto z = 0.

m

Definicién 1.3. Una funcion ¢ : Q@ — R, ¢ = p(z1,...,x,) definida sobre
un conjunto abierto € C R™ es llamada analitica real en ) si se cumple
que:

o o [} . ’ .
Para cada punto x = (x1,...,x,) € ) existe un nimero suficientemente pe-

~ o] . .
quenio € = e(x) > 0 y una serie de potencias convergente

— yoo k1 k
P(215 5 20) = B3, knm0ky ok 21 7 o 2

(z; € C con |z| < ¢, j

1,...,n con coeficientes reales ay, ., € R para
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ki,....k, =0,1,2,...) tal que la igualdad

o

O(x1, ey Tp) = P(x1 — 21, oy Ty — Ty),

o

con |z; —xj| <e, j=1,..,n se satisface.

Teorema 1.4. (Analiticidad para la ecuacién de Poisson) Seann > 2
y f: Q — R una funcion analitica real, definida sobre el conjunto abierto
Q C R". Siue C*Q) es una funcidn que es solucién de la ecuacion
diferencial de Poisson

Au(zy, .., xy) = fa, ..., x), (1, .y ) € Q.

Entonces u(x) es analitica real en el conjunto Q.

Demostracién. Tomando © € Q 'y BR(%) CC Q, el Teorema 1.1 nos presenta
la solucién u(x) con la solucién fundamental ¢ de la siguiente forma

wn = [ 5w - e )+ [ sy

conx € B R(%). Dado que ¢ es solucién fundamental, por el Teorema 1.2 se
tiene que

o= P(r; — 191, ey Ty — afn)

donde P es como se menciona en dicho teorema. Asi tenemos que la primera

integral del lado derecho representa una funcién analitica real en el punto %,
y del Teorema 1.3 podemos observar que la segunda integral de la igualdad
es una funcién analitica real en el punto z. ]
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Ecuacién diferencial de Poisson en R™.




Capitulo 2

Ecuacion de la integral de
Poisson con aplicaciones.

En el Teorema 1.1 del Capitulo 1 se tiene la construccion de la represen-
tacion de la integral para la solucion de la ecuacion de Poisson en dominios
G con la solucién fundamental ¢(y; ). La representacién de esta ecuacion es
particularmente simple si la funcién ¢(y; z) se anula en la frontera 0G, dado
que una de las integrales se calcula en 0G. Lo cual motiva a lo siguiente.

Definicién 2.1. Sobre un dominio G C R™ consideremos la solucion funda-
mental o(y; x) dada. Llamaremos a estd funcién una funcion de Green
de dominio G, si la condicion de contorno

p(y; ) =0
para todo y € OG se satisface para cualquier x € G.

Daremos unos resultados con respecto a esta definicién en el caso par-
ticular cuando se considera una bola de radio R como dominio. Para ésto
usaremos la notacién Br = Bg(0), de lo contrario se especificard a qué se
hace referencia.

Teorema 2.1. Para la bola Br(0) = {y € R" : |y| < R} con R € (0,+00),
las siguientes funciones:

R(y —z)

—, € Bp,x € By con n=2,
R — 7y Y R R

1
. — 1
o(y; x) 5 108
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o) 1 1 ()2
Ly -
oY 2 —nyw, \ |y — a2 |y — g2

B 1 1 B Rn—2
2—n)w, \ly—z["2 (Rt —2R2(z - y) + |z]2|y|?) "=

para y € Br,x € Br conn > 3, son funciones de Green.

Demostracion. 1. Primero haremos la prueba para cuando n = 2. Conside-
ramos el punto z € By como fijo, la expresion

R(y—r) Ry— Rx
R2 -7y  —Ty+ R

fly) = yeC

es una transformacion de Mobius con la matriz de coeficientes no singulares
R —Rz
—f R2 Y

det ( i —3:) = R(R? — |z|?) > 0,

y determinante

lo cual nos da una transformacién no singular, es decir, es una funcién con
dominio el plano complejo y contradominio el plano complejo. Para saber de
que tipo es, basta saber cual es la imagen del disco de radio R, para esto
hacemos lo siguiente.

R? — Rx R? — Rx
p— pr— :1
()] —TR + R2 ’RQ — Rz
—R? — Rx R? + Rx
_ - = =1
[F(=R)] RT + R? ‘R2—|—Rx
FUR)| = iR — Rz | |iR*— Rx| |R*+iRx|
~ |-iRT+R?| |R*+iRx| |R2+iRx|
—x
f0) = —Len,

R
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con esto podemos ver que la imagen del interior del disco estd en el interior
del disco unitario, esto implica

[f(y) =1
para todo y € Bg y entonces
1 R(y — )
jr) = —1 =0
oy ) or 8| R? — Ty

olyia) = - log| L2
2m R—Zy
= - Togl(y — )| - o log |k~ 72
= togl(y )|~ 5-tow |y~ )
= gy~ )| - - togly— & - Liog|Z
1

— %1og\y—x\—|—¢(y;x) con y € Bgr,x € Bg\ {0},

donde la funcién 9 (-;2) es arménica en By es la parte real de una funcién
holomorfa (véase en [4]).

2. Ahora consideremos el caso cuando n > 3. Definimos la siguiente fun-
cién

( ) 1 1 K GB_
'l‘ = _ .
G T, \Jy— a2 Jy—aafr2) YT

El punto z € Bp es fijo y las constantes K y A se elegiran adecuadamente.
Primero notemos que la funcién

1 K

¢<y§ 93) = - (2 — n)wn |y — )\x|n—2
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es armonica en y € By si Ar ¢ Bg, ya que

2—n

= i+ 4w

notemos que

%_(2_” 2
8y1_ 2

calculando la segunda parcial tenemos

82 —(n+2

G = =m0+ ) )+ Q-+ )
— D)2 -n) ()4 T AR n) 4+ yR)

asi

AYy = (yi+- +ya)2—n)(—n)(y; +2) 77 (2 —n)(y

( + )
= Q-+ +y) T2 —n)(y -+l
[(=2n+n%) + (2n = n?)|(y + - +yn)”

La condicién ¢(y;x) = 0 para toda y € 0Bg se satisface si y sélo si

1 B K
ly —z["=2 |y — Ax|=?

o equivalentemente cuando

2
Kw=2ly —af* = |y — Azl®
para todo y € 0Bg.

Ji ) (2n) = Q-n)wi++un)? (),

=n

=

e
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Si ly| = R la identidad anterior se puede transformar en

K2 (R? = 2(y - 2) + [a?) = B? — 2A\(y - ) + X*[af?

y finalmente en

B (K7 = 1) = 2(0-y) (K72 = 2) + o (K77 = 02) =0,
Tomando A = K = obtenemos

R*(O\—1) + |z]*(A = 2% = (A = 1)(R? — \z|*) = 0.

Si A = 1 entonces K = 1 y de lo cual se tendria que ¢ = 0 en todo el
dominio, lo cual no consideramos dado que tendriamos la solucion trivial.

2 9 n
Elijamos \ := (%) yK=\7 = (%) . Ahora obtenemos la funcién de

Green en el dominio By con la siguiente expresion

n—2
R
! ! (#)

P = g, Ty e O

y € B para x € By \ {0}. Notemos que

R 1
|z|

]~ s )
=gl ey - reg|  \RPWP 2R y) + R

y la funcién de Green entonces nos queda:

(y: 2) 1 1 R"2

ply;x) = - =
(2=n)wn \ |y —2|"2  (|2]2|y|? — 2R(z - y) + RY) "=

para todo y € Bg y « € Bg. ]

Con los resultados anteriores en relacion a la funcién de Green podemos
dar una representacion de la solucion de la ecuacion de Poisson.
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Teorema 2.2. (Ecuacion de la Integral de Poisson)

Sean n > 2 y la bola B = {y € R": |y| < R} de radio R € (0,4+00) en el
espacio euclideano R™. Siu € C*(Bg) N C°(Br) es una funcion tal que u(x)
es solucion de la ecuacion diferencial de Poisson

Au(z) = f(x), = € Bpg

donde f(x) € C°(Bgr). Entonces la integral de Poisson se escribe como

ww) =g [ Bt + [ sty
Rw, Jiy=r |y — 2| WI<R

para todo x € Bg. El simbolo ¢(y;x) denota la funcion de Green dado en el

Teorema 2.1.

Demostracion. Primero supongamos que u € C?(Bg), del Teorema 1.1 del
capitulo 1 obtenemos la siguiente igualdad.
dp
u(r) = uly), (vs 2)do(y) + o(y;2)f(y)dy, =€ Bg
lyl=R v lyl <R

Podemos notar que la funcién ¢ anula una integral pues ¢ se anula en la
frontera. Nos limitaremos al caso n > 3. Del Teorema 2.1 y su demostraciéon
tenemos la funcién de Green

1
p(y;z) = m

2 n—2 n—2
con \ = (%) y K = <%> =\z.
Tomando a x € Bi como fijo y y € OBg arbitrario, determinamos

(|y — "~ K|y — )\x|2_") .y € Bp,x € By

O v _ Y .

1 - — A
= y- (Iy—:r|1‘" a— —K|y—M‘Il‘"u)
Yy xXr

|y — Az|
1 - “A
)
Rw,, \ |y —z|? ly — Az|"
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Notemos que esta férmula también es cierta para n = 2, donde K = 1.
Adicionalmente notemos que
[y —Az]* = R®—=2X\(z-y) + N[zf
2 R4

R
= R — 2 ne ?/)‘FW

= B e oy 1 )

ER

= Ay —z|?

y con lo cual |y — Az|" = A\z|y — z|”, finalmente obtenemos

%w(y;w) = my-(y x— K\ 2 (y— An))
= m ( A K )y — (1 - )>
- an!y—x!" ( N - (12
= Ty (X =00

I /| S SR
Ruw,|y — x| A

P (P
Ruw,|y — x| R?

ly|* — ||
Rw, |y — x|

para todo y € Bg,x € By , por lo tanto la integral de Poisson se representa

ww) = [ o)+ [ swnsan eeBa

=k |y —z|" ly|<R

Ahora se asumird que u € C?(Bg) N C°(Bg). De la primera parte de esta
prueba se puede observar que se podemos cambiar R por cualquier g € (0, R),
asf podemos suponer que u € C%(B,) N C*(B,) y entonces podemos escribir

) = [ W stpart)+ [ et o)t

yl=e |y - x|n
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Aqui ¢(y;x, 0) denota la funcién de Green para la bola B,; si p — R
obtenemos

) = [ W =12l oty + [ etwr Ry

Rwy, Jiy—r |y — x| lyl<R
para todo x € Bp. O

Podemos notar algunas diferencias entre el Teorema 1.1 del Capitulo 1y
el teorema anterior, es decir, el Teorema 2.2. Observemos que la funcion «
en el Teorema 1.1 pide que la primera derivada sea continua, y en éste solo
necesitamos que la funcion sea continua, hagamos notar también que en el
Teorema 1.1 la prueba se realiza sobre un dominio G y en este Teorema es
sobre Bp, otra difencia importante es la funcién ¢ y en el Teorema 1.1 era
la solucion fundamental, la cual en este Teorema no aparece en una integral
pues ésta se anula en la frontera.

Observacién 2.1. Llamemos a

1 2 _|x|? —
P(way>R):Rw |ZTZ|J_1’,’”| ) yEBRa xGBR

el Kernel de Poisson.

Teorema 2.3. Si u(z) € C*(G) es una solucion de la ecuacidn diferencial
de Poisson Au(z) = f(z), x € G en el dominio G C R". Entonces para toda
bola Br(a) CC G tenemos las siguientes igualdades.

u(a) = ﬁ IRCLER % / /| R (|x]fa|) F(a)dz

en el cason =2y

1 1 2—n 2—n
u(a) = y= /xa:Ru(m)da(m)—m/'maKR (Jz —af>™ = R*™") f(x)dx

en el caso n > 3.

Demostracion. Usando u(x) del teorema anterior, es decir,

R y
ule) = - [ o)+ [ el )y

ly|=R ’y - x’n
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y evaluando a u en cero se tiene

w0)= o [ atiot) + [ o0y

wi=r Y[ yI<R
por otro lado de la funcién de Green para n = 2

R(y — )
R? — 7y

1
o(y; ) 5 log

para y € By, © € Bg, vy evaluando en cero tenemos

©(y; 0) —log

y paran > 3

o) = 5o 1 i
y L = a nye
o 2—njwn \ly—2]"? (R —2R2(z-y) + |a]2[y]>)"7"

(4,0) — 1 1
N R (R Ol
1 R"2

(2 = n)wn (RY = 2R2((0) - () + [02|y[2) ="

T e —1n>wn (|y|}l—2 - <z§>)

B 1 11
- @2=nw, \Jy"? Rr?

para y € Bg. Por otro lado recordando a u(z) del Teorema 2.2 evaluada en
cero, para el caso n = 2 se tiene
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1
Ruw,,

y paran > 3

1
Ruw,

u(0)

1
2—nyw,
1
Ruw,,

1
2= nw,
R2-n
Ruw,,

1
2= nw,

1
Rr—1w,

1

2 —njw,

traslacién y = x — a, se tendria

1
2rR |x—al=R

u(a)
enelcason=2y

! / ()~

Rn—lwn

u(a)

/

ly|=R ’(y)\Q
log 1%

3
27 Jigl<r

/ lyl*
wi=r |Y["
/y|<R (

R2

ly|?

Y]

u(w)do(z) — % / /| a<Rlog(

1

(n —2)w,

|y |2

[ OO

ol

/ u(y)do(y) +
ly|=R

ol

/ u(y)do(y) +
lyl=R

[l

para y € Bg(0), donde se debe cumplir Au(y)

|y |2

|y |2

|y |2

u(y)do(y)

(y)dy

u(y)do(y) +

L ) Py

- Rn—2

1 ) Py

1
- Rn—2

! ) f(y)dy

1
- Rn—2

L ) Py,

e

f(y). Ahora utilizando la

R
|z —a

) sty

/|— . (\:c I~ RQ’") f(z)dz
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en el caso n > 3, para x € Br(a) donde se debe cumplir Au(z) = f(x). O
De este Teorema se deriva el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea u una funcion armonica entonces se cumple

wa) = e [ uli)doty)

ly—a|=R

para Br(a) CC G. A esta ecuacion se le conoce como la propiedad del valor
medio para funciones armonicas.

La desigualdad de Harnack que probaremos abajo, establece que las fun-
ciones armonicas positivas en dominios acotados son mas o menos constante.
Un uso importante de estas desigualdades es demostrar la convergencia de
sucesiones de funciones arménicas o funciones subarménicas.

Teorema 2.4. (Desigualdad de Harnack)
Sea uw € C?*(Bgr) la funcidn armdnica definida en la bola B = {y € R" :
ly| < R} de radio R € (0,400). Si u(x) > 0 para toda x € By, entonces

1- 1 L+ 7
WU(O) <u(r) < W“@)

para todo x € Bp.

Demostracion. Primero supongamos que u € C?(Bg), del Teorema 2.2 sabe-
mos que

wr) = [ Py Ruaoty)
y|=R
donde el Kernel de Poisson estaba dado por

ly* — [P
P(J,’7y, R) _ an|y . ZE|"
con ly| = R, x € Br y donde w,, denota el volumen de la esfera unitaria.
Sabemos que |y| — |z| < |y — x|. Como |y| = R entonces tenemos que
R —|z| < |y — x| asi ﬁ < &> Por otro lado ly — x| < R+ |x| entonces
ﬁ\wl < ﬁ, asi obtenemos
Yy—x

P> =z _ |yl?—l=> _ |y|* —|z]?
(R+|z))» = |y—z|* — (R—|z|)’
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multiplicando a esta desigualdad por m—u(y) e integrando sobre B tene-
mos

1 R - 1 R —|af?
R, (R+ 7)) A’:R u(y)do(y) < u(z) < Run (R 2] AA:R u(y)do(y),

reescribiendo lo anterior

Rn—2 R2 _ |£L’|2 / Rn—2 R2 _ |£C‘2
u(y)do(y) <u(z) < / u(y)do(y).
R*=lw, (R+[z))" /i, —r W)doly) <) < pary, (B —[z))" Jiy=r Wiotw)

Ahora bien usando la propiedad del valor medio para funciones armoénicas
(ver Corolario 2.1) obtenemos

o B2 = |of? U wlz o B2 — |af? U
B R ey = = R @)
o bien
e BO=GE) e RO
e by == Gy
y con lo cual tenemos
_ =2 _ =
R? R2

pero notemos que

a-Bha+8 o
(4 5 SR

donde finalmente tenemos

1L 14
T 0 S ul) < o)
R ~ R
para x € Bp. L]

Un resultado importante que es consecuencia de la Desigualdad de Har-
nack, es el siguiente, el cual clasifica algunas funciones armonicas en R™.
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Teorema 2.5. (Teorema de Liouville para funciones armdnicas )
Sea u : R — R wuna funcion armdnica que satisface u(z) < M para toda
x € R™, con una constante M € R. Entonces u(x) = cte, para toda x € R™.

Demostracion. Consideremos la funcién v(x) = M — u(x), x € R™ notemos
que v(x) > 0 para toda z € R™, es facil ver que v también es arménica. Por
la desigualdad de Harnack obtenemos

Bl la
TR ) <o)« —FE )

N

para z € B con R > 0. Notemos que si R — 400 se tiene que v(x) = v(0)
para toda x € R" y podemos concluir que u(z) = cte. ]

Una definicion importante que se desprende de los resultados anteriores
es la siguiente:

Definicién 2.2. Sea G C R™ un dominio y u : G — R, donde u € C°(G).
Llamaremos a u
a) débilmente armonica, si:

1
u(a) = /|$_a|r u(x)do(x) = _/|§|1 u(a + ré)do(§),

Wn,

b) superarmdnica, si:

1 1
u(o) > oo / e = e reio(©),
¢) subarmonica, si:
1 1
u(o) < o / i) = o [ s reaoe)

para toda a € G yr € (0,9(a)) para cualquier ¥(a) € (0, dist(a, R™\ G)).

Proposicién 2.1. 1.- La funcién u : G — R € C°%(Q) es superarmdnica si y
solo si la funcion —u es subarmonica.

2.-Una funcion es débilmente armonica si y solo si es simultaneamente su-
perarmonica y subarmonica.

3.-Una funcion es débilmente armonica si satisface la propiedad del valor
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medio para funciones armdnicas (como se vio en el corolario 2.1).
4.-Si u,v : G — R son funciones superarménicas y o € [0,400) es una
constante, entonces las siguientes funciones

hi(z) = ou(x),
ho(z) = wu(x)+v(x),
hs(z) = min{u(z),v(z)},

también son superarmonicas en G.
5.- Sean u,v : G — R funciones subarmdnicas y o € [0,4+00) es una
constante, entonces las siguientes funciones

hi(z) = oau(x),
ho(z) = wu(z)+v(x),
hs(x) = méx{u(z),v(z)},

también son subarmdnicas en G.

Demostracion. Los primeros enunciados son inmediatos, sélo se realizara la
demostracién de 4 ya que 5 es andlogo. Sea a € G y r € (0,79(a)) un radio.
i) Como u(z) es superarménica cumple que

1
au(a) T Aaﬂ au(x)do(x),
1 1
hi(a) = au(a) > au(x)do(x)) = hi(x)do(x
@ =u(@) 2 o [ on@do) = e [ m(@ot
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i1) Sabemos que u y v son superarmonicas, es decir,

1
u(a u(x)do(x
@2 o [ wteiote)
Y 1
v(a v(z)do(x),
@2 o [ vleete)

ho(a) = u(a) +v(a) > =T /_ _ u(z)do(z) + =T /I— _ v(x)do(x)

- ([ )+ otoanto)
_ 1 / ha(x)do ().

i1i) Sea a € Gy r € (0,9(a)) un radio, tendremos

[ hylatr@do©) = —— [ min{uatr€),vla+ &)} do(c)
n Jlg|=1 Wy J)g)=1

1 1
min ¢ — u(a + r&)do(§), — v(a + r&)do
{wn /ﬂ_l (a+ r€)do(€). - /|5—1 (a+r8) (5)}
min {u(a),v(a)} = hsz(a).

IN

IA

]

Teorema 2.6. Sea u € C*(Q) la funcidén definida sobre el dominio G C R™.
Entonces u es
a) Débilmente armonica en G si y solo si

Au(z) =0

para toda x € G.
b) Subarmonica en G siy sdlo si

Au(z) <0
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para toda x € G.
c¢) Superarmonica en G si y sélo si

Au(z) >0

para toda x € G.

Demostracion. Supongamos que u es débilmente armonica, es decir,

u(a) > r”lwn/| . u(z)do(z), (2.1)

wa) < — / w(z)do(z). (2.2)

Definimos a f(z) = Au(z) para z € Gy f € C°G). Del Teorema 2.3
tenemos la siguiente igualdad para todo a € G y r € (0,79(a)) un radio

u(a) = _1 / u(z)do(z)
_ —(n . /|x_a<r (|x —al*" —=r 7") f(z)dz,

asi, si suponemos que u es superarménica se cumple (2.1)

1 1 -n —n
. /xal:TU(x)dU(ﬂ?) = 2w, Aal@ (Jz —a|*" =) f(z)dz >
1
e | n@aota)
Entonces
1
(n —2)w, /|xa|<r (lz —a*" =r*™) f(2)dz < 0.

Notemos que como |z —a| < r entonces para n > 3 se tiene 727" < v —al*™",
asi (|Jz — al*™ — r*™) > 0, de donde se debe cumplir que f(x) < 0, por
tanto Au(z) < 0. Por otra parte si usamos la desigualdad (2.2) se obtiene
Au(z) > 0.
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Ahora supongamos que Au(z) = 0,Au(z) > 0,Au(z) < 0, sabemos
nuevamente por el Teorema 2.3 que

wa) = — /‘ u(z)do (@)

T 1wn |z—al=r
1 2—n 2—n
_ 2w - (|x — al r ) f(z)dz
n r—a|<r

asi

y definamos a

1
x(a,r) = —m

[ el

si suponemos Au(z) < 0, definamos f(x) = Au(x). Entonces x(a,r) > 0, asi

u(a) — _1 / u(z)do(x) > 0,

por lo que

MMZWL%/—FM@M@'

Por otro lado Au(z) > 0, asi u(a) — mf'%a'ﬂ u(z)do(z) < 0, de esta
manera

u(a) < T”_llwn /| _ u(z)do(z).

Por tanto u(z) es débilmente armonica.

]

Teorema 2.7. (Principio del mdrimo y minimo)
Si la funcidn superarmdnica (subarmdnica) v : G — R, definida sobre el

dominio G C R™ tiene un minimo (mdximo) global en r e G, es decir,

w(x) > u(@)  (u(z) <u(x)) para todo x € G,
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entonces
u(z) = const en G.

Demostracion. Como la funcién u es superarménica, podemos considerar
la reflexiéon u — —u, la cual manda funciones subarménicas a funcio-
nes superarmonicas, de manera que solo demostraremos el Teorema para
funciones superarmonicas, pues sabemos que la reflexion es superarmoni-
ca si u es subarmoénica. Ahora supongamos que la funcién superarmoénica
u:G — R, u e C%G) tiene un minimo global en el punto = € G.
Consideremos el conjunto

G* ={zr € G:ulx)= infu(y) = ux)}
yeG
el cual debido a la continuidad de u es cerrado en el dominio G.
Ahora mostraremos que el conjunto G* es abierto, sea a € G* un punto
arbitrario, notemos que

ua) = o [ ula+rydo(e),
él=1
0= u(a) — ula) > win / (u(a + 7€) — u(a))do(€) > 0,
é=1

por tanto u(a+r¢) = u(a) con z = a+r, para todo r € (0,9(a). Esto implica
u(z) = u(a) para todos los puntos z € R" con |z — a| < ¥(a). Entonces el
conjunto G* es abierto, como G es un dominio en particular es conexo. De
la continuidad u(z) = u(x) para todo z € G, esto es u(x) = const. O

Teorema 2.8. Sea u € C°(G) la funcién superarmdnica (subarmdnica) en la
frontera del dominio G C R™. Si toda sucesion de puntos {x(k)}kzl , CG

que satisface kh’m t®) =z € G tiene la propiedad
— 00

lim infu(z®) > M,

k—o00

(lim supu(z®) < M),

k—oo

con una constante M € R. Entonces

u(z) > M
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(u(z) < M)

para toda xr € G.

Demostracion. Es suficiente considerar funciones superarménicas u : G — R,
por la misma razon del teorema anterior. Supongamos que la afirmaciéon
u(z) > M para todo x € G es falsa, tenemos un punto £ € G con p =
u(§) < M. De esta manera podemos construir una sucesion creciente de
subconjuntos ©; conexos compactos de G, (véanse los conceptos de sucesién
creciente y conexos compactos en [7]) satisfaciendo

f € @1 - @2 C ...
j—00

Del Teorema 2.7 la funcién superarménica u tiene un minimo y"%) € 00,
para cada compacto ©;. Mas atn tenemos la desigualdad

w(y?) < u(é) = p

para j =1,2,...

De la sucesién {y(j)} C G y por la compacidad de G podemos

j=1,2,...

elegir una subsucesién convergente {x("“’) } pe1o. C {y(j) }j=1 , conlocual se

C G, la cual satisface lim z®) =

obtiene una sucesion de puntos {x(j)}
k—00

j=1,2,...
x € 0G y por lo dicho anteriormente lign infu(y®) < u < M, con lo cual
—00

llegamos a una contradiccion, pues por hipotesis

lim infu(y®) > M

k—oo

para toda sucesion {y(j)}j C G con ka y*®) € 9G. O
—00

=1,2,...

Teorema 2.9. Para dos funciones u,v : G — R € C°(Q), que son débilmen-
te armonicas en G, se cumple

iggh(w) —v(z)| < :;)%m(x) —v(z)|.
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Demostracion. De la definicién de débilmente armoénica notemos que la fun-

cién w(z) = u(x) —v(x), r € G es continua y débilmente arménica en G.

Considerando M = sup |u(z) — v(x)|, el Teorema 2.8 nos proporciona la
z€dG

siguiente desigualdad

—M <w(x) <M
para todo x € (G, de donde

suplu(z) — v(a)] < sup u(z) — v(z)].
zeG z€0G

]

Por continuidad, el teorema anterior puede extenderse para funciones en
la cerradura de G.

Corolario 2.2. Consideremos dos funciones u,v : G — R € C°(G), débil-
mente armonicas en G. Entonces

suplu(x) — v(z)| = sup |u(z) — v(z)|.
zelG z€0G

Teorema 2.10. La funcion de Green pg(y, x) se determina unicamente para
un dominio G y

@G(ya ZL‘) <0
para todo (x,y) € G x G fijo.

Demostracion. Solo hacemos la prueba para n > 3.
Sean @1 y o dos funciones de Green definidas por

1 -n
pi(y,x) = m’y—xﬁ +¥;(y, @)
cony € G,z € G, j = 1,2, ¢; funciénes arménicas. Sabemos que una

funcién de Green se anula en la frontera, entonces 0 = ¢1(y, ) = wa(y, ),
paray € 0G y x € G, como el primer término en la expresiéon de ¢;, es igual
para j = 1,2 entonces

(0 (ya :L‘) = 7702(?/7 :L“),

y € 0G, x € G. Por el Teorema 2.9 obtenemos que ¥1(y,z) = ¥o(y,z) vy
finalmente

U = .
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Ahora consideramos el punto x € G fijo y la funciéon de Green

i) = ¢ SRS

2 —n)w,
con y € G para el dominio G. Entonces la funcién x(y) := o(y, ), x :
G\ {z} — R es arménica por definicién de solucién fundamental. Elegimos
una sucesién arbitraria de puntos tales que {y(k)}k:1 , CG' donde G' =

G\{z}y klim y®) =y € 0G' = 0G U {z}, por la continuidad de ¢ se tiene
—00
o(y®, x) — (y, ), notemos que ¢(y;x) = 0, si y € OG. Por otro lado

y*) — 2 por como se ha definido a y podemos asegurar que esta funcién es
continua, asi

X(y™) = olw,x)

Mas ain podemos notar que el maximo lo alcanza en la frontera, es decir,
los valores fuera de la frontera son menores que cero ¢(z,x) < 0, por tanto

lfm supx (y™*)) <0,

k—o00
entonces por el Teorema 2.8 tenemos que x(y) < 0 para toda y € G’ y el
Teorema 2.7 implica que
vc(y,x) <0.
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Capitulo 3

Problema de Dirichlet para la
Ecuacion de Laplace en R".

En este capitulo f : 0G — R denotara una funcién continua definida en
0G. Nuestro objetivo es estudiar el siguiente problema de Dirichlet para la
ecuacion de Laplace.

Au(z) =0 para todo z € G,
u(z) = f(z) para todo x € 0G,
u € C*G)NC(G).

Se conoce que para el Problema de Dirichlet existen soluciones para do-
minios rectangulares utilizando funciones de Green (veasé en [5]), las cuales
tienen representacién en Series de Fourier, (véase en [2]); de igual forma se
pueden obtener soluciones para el problema de Dirichlet en dominios sencillos
como en cilindros o discos (véase en [9]).

Teorema 3.1. (Teorema de unicidad)
Sean u(zx),v(x) dos soluciones del problema de Dirichlet para G y f : 0G —
R wuna funcion continua. Entonces tenemos

u(r) = v(z) en G.

Demostracion. Observamos que la funcién w(x) := v(x) — u(z), es de clase
C?*(G) N C°(G) ademss es débilmente arménica en Gy

w(z) =v(z) —u(r) = f(r) = f(x) =0
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para todo z € 9G. Como w(z) = 0 para todo x € OG entonces sup |u(x) —
x€0G

v(x)| = 0. Por otro lado notemos que u,v son continuas en G y débilmente

armonicas en G asi utilizando el Corolario 2.2 del Capitulo 2 sup|u(x) —
ze@

v(x)| = 0 entonces w(x) =0 en G. O

Teorema 3.2. Sean Br(a) = {y € R" : |y — a| < R} la bola con centro en
a€R" y R e (0,00) un radio. Si la integral de Poisson

1 jy—af? ~ o — af
W)= e | TS @et), € Bafa)

Entonces la funcion u es de clase C*(Bg(a)) N C°(Bg(a)) y es armdnica en
Br(a). Mas ain, tenemos que en la frontera

lim u(z) = f(z) para todo & € dBg(a).
+€Bn(a)
De esta forma la funcion u es solucion del problema de Dirichlet sobre la
bola G = Bg(a) para la funcion continua f : 0Bg(a) — R.

Demostracion. Primero consideremos cuando a = 0, R = 1 y denotemos
B = B;(0).

Entonces obtenemos la funcion

ey = [ EE o) < [ P sio). v e B

S n
Wn Jiy|=1 |y x| ly|=1
con el kernel de Poisson

_ L PP

P(y,z) = , Yy €0B, © € B.

Wn, |y - x|n

Notemos que la funcién u implica que u € C?(B). Acorde con la parte
uno de la prueba del Teorema 2.2 de la Capitulo 2, la siguiente igualdad se
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satisface

0
% (ya ZL’)

ly[? (1 _ |:U|2)

wn|y - I|n
ly[* = |2
wn|y - x|n

Asi tenemos las siguientes igualdades;

P(y,z)

B O ] e el
Cw, ly—axn Ov

—op(y;7) =y - Vyp(y;z), y € 0B, x € B.

Notemos que ¢(y;x) denota la funcién de Green para la bola unitaria B
descrita anteriormente en el Capitulo 2 en el Teorema 2.1, a saber, para

n > 3es

oly;z) =

1
o(y;x) = Py log
T

1 1 B (%)n—2
@—myw. \Jy— 2l Jy— Bl

1 I R*2
(2 =mjwn \ly —2]"2  (Rf—2Ra - y) +[aPlyl?)*" )

R(y — z)

Ry | yEB_R,:cEBR con n=2.
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Como ¢ es simétrica, es decir;

o(z;y) = p(y; x) para todo z,y € B con x # y.

Mas ain, como ¢ es armoénica tenemos

AP(ysz) = y-Ay(Vaep(y;x))
= y-Vy(Azp(y;2))
= 0 z€B,yeiB.

Con lo cual, obtenemos

Au(z) = /|—1 A, P(y;x)f(y)do(y) =0

para todo z € B.
Aplicando el Teorema 2.2 capitulo 2 para la funcién arménica v(x) = 1
con x en B, se puede deducir

1 yl* — |zf?
1= —/ —nlda(y) = P(y;x)do(y). (3.1)
Wn Jyy=1 |y — ] lyl=1
Mas ain P(y;z) > 0 para todo y en la frontera de B y todo x en B.

Ahora mostraremos la implicacién

limu(z) = f(2)

a1
para todo punto T que esta en la frontera de B. Tomamos un punto arbitrario
x en By vemos que por la definicién de u(x) tenemos

o 1 y|? — |z

u(z) — f(z) = w—n W(f(y)—f(%))da(y)
ly|=1
IR T A T
T ow, ye/aB y— | (f(y) = f(@))do(y) +
R O P
W, e/aB ‘y—x‘n (f(y) f( ))d (y)

ly—|<26
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Probaremos primero que la tltima integral tiende a 0. La funciéon f es conti-
nua en el punto z, por lo que dado € > 0 existe un ntimero d(g) > 0 tal que

|f(y) —f(%)| < ¢ siempre se cumple para todo punto y € 9B con |y—%] < 20.
Esto implica que, usando (3.1)

w /

Wy,

yeoOB yeOB
ly—2| <28 ly—8|<26

lyl* — |2

IN

|f(y) — f(2)|do(y)

ly — x|

para todo € B. Ahora se probara el caso cuando y € 0B con |y — ﬂ%] > 20,
eligiendo un punto € B con |z — x| < § (Figura 3.1), inferimos la siguiente
designaldad |y — x| > |y — 2| — |z — x| > 20 — 0 = 6.

W

Figura 3.1: [y — 2| > 20y |z — x| <0
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Como x estd en B y y estan en la frontera de B, tenemos que |z| < 1y
ly| =1 ast |y| + |z| <14 1 = 2 entonces
Iyl + =)yl = l2]) < 2(jyl = [=]) = 2(]=] — |«]).

Con lo cual, para todo y € B con |y —z| > 25 yx € Beon |z —z| <n <
y tenemos

> == _ (yl+[eD(yl = |=])
ly —alr on

AN VAN
%)
BT
5 |
8

A
|

Como estamos suponiendo f continua en 0B y este tltimo es un conjunto

acotado, existe M := sup | f(y)|, as{ podemos calcular lo siguiente
yEOB

o [ M ) - snaoy

*k

IN

E
o \
<
o

|
8
(]

S

A
|
QU
2

Asi dado € > 0 podemos tomar § = (41\64")%, entonces (k) < .

Si elegimos un 1 € (0, d) suficientemente pequenio, con los anteriores calculos
podemos deducir
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[u(z) — f(z)] < 2¢

para todo x € B con |xr — 9%| < 9. Esto implica que

limu(z) = f(z)

o
T—T

para todo € B con z € B. Con lo anterior tenemos que la funcién

con x € B es solucién al problema de Dirichlet en la bola unitaria B.
Ahora probaremos para Bg(a), para ésto utilizaremos la transformacién bi-
yectiva T : Br(a) — B1(0) (Figura 3.2).
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Figura 3.2: transformacién T

Podemos definir la funcién v(€) := u(T€), donde u es solucién del proble-
ma de Dirichlet en B;(0). Como T es de clase C*, por regla de la cadena se

deduce que v(§) € C%*(Bg(a)) N C°(Bg(a)), ademas

Av(§) = 0 paratodo £ € Bg(a),
v(§) = g(§) para todo & € dBg(a),

donde ¢g(§) = f(T€) con & € OBg(a).
Tomando n = T~y = Ry + a, y € OB notemos que n € dBg(a) y do(n) =
R"'do(y). Calculamos
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o) =u(re) = o [ M= fant)

ly|=1
1 Tyl — |Te? 1
- = B ZHSE eop
/ Ty =1 T

Wp,
[n—al=R

1 171 / \5(7(7 a)* — 5§ —a)l HT)do(n)

w, R" |% —a) — %( a)|"
In—al=R
11 (= a)l? =€ - a)]?)
= ww | Tl ap (T
[n—al=R
b [ et
In—al=R

]

Teorema 3.3. (Teorema de Regularidad para funciones débilmente
arménicas) Sea u: G — R, u € C°(G) una funcion débilmente armdnica
definida sobre el dominio G C R™. Entonces la funcion u es real analitica en
G y satisface la ecuacion de Laplace Au(x) =0 para todo x € G.

Demostracion. Sea a € G un punto elegido arbitrariamente. Para un radio
adecuado R € (0,00) tal que la bola Bgr(a) CC G y consideramos a v
como la integral de Poisson en la Bg(a), utilizando el Teorema 3.2 tenemos
que v es de clase C%*(Bg(a)) N C°(Bg(a)) y arménica en Bg(a), entonces
Av(z) = 0 para todo x € Bg(a), mas ain tenemos por el mismo Teorema
que

lim v(z) = u(zx) para todo z € ABg(a).

o
T—T

z€BR(a)

para la funcién continua u : Bg(a) — R.

Por lo anterior tenemos que v es débilmente arménica y de clase C°(Bg(a)),
utilizando el Corolario 2.2 tenemos que u(z) = v(z) en (Bgr(a)), como lo
anterior fue para cualquier a y R adecuado asf u € C%(G) y Au(x) = 0 para
todo x € G. Acorde con el Teorema 1.4 en el Capitulo 1 la funcién es real
analitica en G.

]
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El Teorema 3.2 nos da una solucién al problema de Dirichlet en Bg(a),
ahora intentaremos dar soluciéon para una clase grande de dominios G. En
este contexto utilizaremos un ingenioso método propuesto por O. Perron.

Definicién 3.1. Sea G C R" el cual denota un dominio acotado y u : G —

R, u € C°G) una funcién continua. Definimos la funcion armdnicamente
modificada

v(r) = [ular(z)
u(z), r€G con |r—a|>R
— —al?—lz—al?
B { won S . |L—x|\n u(y)do(y), reCGlr—al <R
ly—al|=R

para todo a € G y R € (0,dist(a,R*\ G)).

Observacién 3.1. La funcion armonicamente modificada v : G — R, v €
C°(G) es armdnica en Bgr(a) y coincide con la funcién original en el com-
plemento de esta bola.

En la secuencia del método de Perron necesitamos de la importante Pro-
posicion.

Proposicién 3.1. Sean a € G un punto y R € (0,dist(a, R\ G)) los cuales
serdn fijos. Si u(x) es una funcion superarmdnica en G, entonces la funcion
armonicamente modificada

v(z) = [u|or(z), €

es superarmonica en G, y tenemos

v(r) <wu(x) para todo z€G
Demostracion. Primero mostraremos la desigualdad v(z) < u(z) para todo
xr € @, notemos que de la definicion de arménicamente modificada para
cuando x no estd en Bg(a) se tiene que v(z) = u(z), asi que basta probar
que v(z) < u(x) para todo = € Bg(a).

Definamos la funcion
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Dado que v(z) es arménicamente modificada tenemos que v(x) es arménica
en Bg(a), més atn v(x) y u(x) son superarménicas en Bgr(a), asi w(z) es
superarménica en la bola Br(a).

Por otro lado cada sucesién de puntos

{zk}k=12.. C Br(a)

con limaz, =2, z€ O0Br(a) satisface
k—o0
lim infw(xy) = w(:%)
k—o00

Notemos que por como w estd definida, podemos concluir que u y v
coinciden en la frontera de Bg(a), entonces w(z) = 0, asi por el Teorema 2.8
tenemos w(x) > 0, para todo = € Br(a)entonces

v(x) <wu(x) para todo x € Br(a).

Enseguida se mostrard que v es superarmonica en G.
Sea £ € 0Bg(a) un punto arbitrario y ¥(§) € (0, dis(§,R™\ G)], como v(z) <
u(z), para todo ¢ € (0,9(€))

1

0" lwy,

1

/U(aj)da(x)ggn T / u(z)do(x)

lz—¢|=e lz—&l=e
y dado que u es superarmoénica

1

0" wn

[ u@do@) < ue

lz—E&|=0

ademds como & € 0Bg(a) se tiene que u(§) = v(§) entonces v es supe-
rarménica en GG, notemos que la funcién v en Bg(a) es arménica en cualquier
parte. O]

Adicionalmente necesitaremos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2. (Lema de Harnack) Sea wy : G — R k= 1,2,... una
sucesion decreciente de funciones armonicas en G, es decir;

wi(x) > we(x) > ws(x) > -+ para todo x € G.
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, ., o
Ademds supongamos que la sucesion converge puntualmente en el punto x €

G con

lim wy, () > —oo.
k—o0

Entonces la sucesion de funciones {wy}r=12.. converge uniformemente
en cada compacto © C G hacia una funcion armonica en G, llamémosla

w(z) = limwg(z), x€Gq.
k—o0
Demostracién. En general asumiremos que = = 0 y para la bola tendremos
que Bgr C G con un radio R € (0,+00), vamos a suponer que R < 2.
Para los indices k,l € N con k£ < [ definimos las funciones no negativas
Vg = wi(x) — wi(x) > 0, x € Bgr. Aplicando la desigualdad de Harnack,
obtenemos

B ]
1l 14 bl

x|

R
e v (0), para todo x €
(14 F) (1-F)"

]

Dado que z € B_% tenemos que |z| < g < 1, asi que

144 1+13 —
0 <o) < ———F—(0) < ———2—vy(0), T € B,
(- (=) :

por como estd definida vy, tenemos lo siguiente

1

—o— (wi(0) —wi(0)),

0 < (nfa) ~wi(e) <

[N +
N =
&
m
7
|3

~—
3

donde definimos a K := y 3.2n2,

=
Asi
Jwi(z) — wi(2)| < Klwg(0) — wi(0)].

Como kh’m wi(0) existe, por el criterio de Cauchy (veasé en [7]) se tiene
—00

|wg(0) — w(0)] < e para todo k,l adecuados, entonces |wy(z) — w(z)| <
¢ para todo = € Bg , de esta forma la sucesién {wy(z)}r=12. . converge



53

uniformemente en B_g hacia la funcién w(x). Dado que © es un compacto
por la definicién de compacto podemos cubrir a © con una cantidad finita de
bolas abiertas, como la sucesién {w(z)}r=12,.. converge uniformemente en
cada bola, es decir que para cada e > 0 existe una § > 0 tal que si [z —a| < 6,
se cumple que |wg(z) — wg(a)| < e, asi podemos elegir el min{d;,i € I}
donde I representa una familia de indices finita asociada a la cubierta finita
del compacto. Asi para todo € > 0, se cumple |wg(z) — wi(a)| < e para
cualesquiera puntos z,a € © con |x—a| < 4, entonces la sucesion {wy }r=12,..
converge uniformente en ©.

]

Para resolver el problema de Dirichlet utilizaremos el siguiente conjunto
de funciones admisibles

v:G—ReCG): v essuperarmoénica,
M o= { y para toda sucesién {z®},_1, C G conkh'm z®) = 2% € G }
: —00

se tiene lign info(z®) > f(z*)
—00
El simbolo f : 0G — R denota una funcién continua en la frontera. Ya que

p— J— 4 /
v(r) =M _?é%éf(x) ve M,

siempre es cierto que M’ #£ &.

Proposicion 3.3. Sea la funcion u definida como sigue

u(z) = Ulenﬂg/v(x), z € q.

Entonces u es armonica en Gy tenemos
m<u(x) <M  para todo x € G,

donde m = inf f(x) y M = sup f(x).
z€0G 2€0G

Demostracion. Elegimos una sucesion de puntos {xi}izl,gg,,, C (. Para cada

indice 7 € N existe una sucesién de funciones {vfj}izl,z,g,“ C M’ que satisface

lim v;(z") = u(z"),
j—00
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el principio del minimo implica que v;;(x) > m para toda x € G y todo
i,j € N. Ahora definamos las funciones

vp(x) = min v (z).

() = min vy ()
Para cada indice £ € N. Evidentemente, tenemos vi(z) > vgiq1(x), z € G.
Para todo k£ € N. El minimo de funciones superarmonicas es superarmonica,

de manera que vy € M' k=1,2, ...
Notemos que u(z') < vg(2?) < v (2°) para 1 < i < k, de donde obtenemos

lim vy (2%) = u(a?), para toda i=1,2, ..
k—o0
En el disco Br(a) CC G modificamos arménicamente la funcién v, con la
siguiente funcién
w(r) == [Vk]a,p@), =€ G,

con la ayuda de la Proposicién 3.1 vemos que {wy}r=123.. C M'. Ademas
tenemos wy(x) > wyy1(x) en Bg(a) para toda k € Ny

u(z") < wip(2') < vi(z"), para toda i,k € N.
Por lo tanto, obtenemos

imw(2') = ulx r ) .
1 k(2 '), para toda 7€ N
k—o0
De acuerdo al lema de Harnack 3.2 la sucesién {wy}r=12,... converge unifor-
memente en Br(a) hacia una funcién arménica w(x), asi

w(z') = u(2') para toda z' € Bg(a), i=1,2,...

Como w y u son funciones continuas, inferimos la igualdad u(z) = w(x),z €
Br(a). Consecuentemente la funcién u debe ser armoénica en G, ya que la
bola Br(a) CC G fue elegida arbitrariamente.

La inclusién de la funcién constante M en M’ implica la desigualdad u(z) <
M para toda z € GG, ya que la desigualdad v;; > m para toda x € G y toda
1,7 € N siempre es cierta, con lo cual obtenemos.

u(z) = klggovk(x) >m, para toda z € G.
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Definicién 3.2. Sea G C R"™ un dominio acotado. Se dird que un punto
x € 0G es regular, si tenemos una funcion ® : G — R superarmdnica con

lim®(y) =0
y—T
yeG
Y
o(e) = inf ®(y) >0 para todo >0
Iyyjc\G>s

Si cada punto frontera del dominio G es reqular, estaremos hablando de un
dominio Dirichlet.

Observaciéon 3.2. Un punto © € OG es reqular si y solo si tenemos un
nimero r > 0 y una funcion superarmonica V¥ : GUBg(x) — R que satisface

Im Y(y)=0
y—T
yEGNBr(x)

inf Y(y)>0 0O0<e<r

r>|y—x|>e
yeG

Ademas la funcion

_ ) min(1, 22y e G N B(x)
) ‘{ 1, y € G\ B(x)

€S Superarmonica.

Teorema 3.4. (Problema de Dirichlet para el Laplaciano)
Sea G C R™ que denota un dominio acotado con n > 2. Entonces el problema
de Dirichlet

u=u(z) € C*(G)NC°(G),
Au(z) =0 para todo x € G,
u(z) = f(x) para todo x € IG,

puede ser resuelto para todas las funciones continuas en la frontera f : 0G —
R si y solo si G es un dominio Dirichlet.



56 Problema de Dirichlet para la Ecuaciéon de Laplace en R™.

Demostracion. Supongamos que el problema de Dirichlet tiene solucién con
la funciéon w y para toda funcion f : 0G — R continua en la frontera.
Ahora tomando un punto arbitrario £ € OG vamos a considerar f(y) =
ly — €|, y € 0G y solucionamos el problema de Dirichlet para estos valores
frontera. Aplicamos el principio del minimo para las funciones arménicas
u : G — R y obtenemos

u(r) >0 para toda x¢€ G\ {£},

mas ain u(£) = 0, de donde & es regular.

Supongamos G es un dominio Dirichlet y x € G un punto frontera re-
gular arbitrario. Entonces por Definicion 3.2 tenemos una funcién armoénica
asociada @ : G — R. Como la funcién f : 9G — R es continua, dada x € G
podemos prescribir £ > 0 y obtenemos una cantidad d(g) > 0, satisfaciendo
|f(y) — f(z)] < e para toda y € G con |y — x| < 0.

Ahora definimos

= inf ® .
n(e) | ;glG (y) >0
y—x|>e

1.-Sea la funcién barrera superior

v (y) = fz) + e+ (M —m)

, yeaqd.
n(e)

Evidentemente la funcién v™ es superarménica en G. Mas ain una sucesion
arbitraria {y*},_15 . C G con y® — y € G para k — oo satisface

lim infot (y®) > f(yT).
k—o00
Consecuentemente se cumple v € M.

2.- Ahora consideremos la funcién barrera inferior

P (y)
n(e)’
Elegimos v € M’. Entonces consideramos una sucesion {y(k)}k:ww C G con
y*) — 4y~ € 0G para k — oo, la cual cumple

v (y) = fla) —e = (M —m) yea



57

liminf(v(y™®) — o= (y*))

lim inf (v(y ™) — f(y7)) + lminf(f(y7) — v~ (4"))

k—o0

0.

AVARN AV

Mas aun, la funcion v — v~ es superarmoénica en G, y el Teorema 2.8
Capitulo 2 tenemos v — v~ > 0 en (. Esto implica

v(y) >v (y), ye€G para toda ve M.

Por lo tanto v~ € M.
3.- Sea la funciéon armonica

u(y) = info(y), yeG

construida en la Proposicién 3.3, por esta misma proposicion tenemos que

inf f(y) =m < u(y) < M =sup f(y),
yeoG yeIG

de esta forma se puede notar que u alcanza valores en la frontera iguales a
los de la funcién f de manera continua. Asi por 1y 2 se cumple,

v (y) <uly) <v'(y) para toda y € G.

lo que significa que

P(y) P (y)
f(z) —e— (M_m>77(5) <u(y) < f(a:)+€+(M—m)%, yeG.
Usando
lim &(y) =0,
obtenemos
P(y)

[f(z) —u(y) < e+ (M —m)

< 2¢ para toda y e G

£)

3
—~
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con |y — z| < d(e). Esto implica

limu(y) = /().

Mas ain la funcién u resuelve el problema de Dirichlet, para los valores
frontera f. [
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